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Solution:

1) On applique le Lemme de Borel-Cantelli 1. On vérifie dans un premier
temps que -, P(A;) < oc.

PA)=3 2= P S PA) =

2+
k:ln ‘ .

nlte

c’est une série de Bertrand convergence on a donc bien vérifiée ’hypothése
du Lemme. On conclut que

P(limsup A,) =0

2) On applique la définition : la limite supérieure d'une suite (A;). =0 de
parties d'un ensemble 2 est 'ensemble lim sup,, A, des éléments w de
() tels que l'assertion {w € Ai} soit vérifiée pour une infinité d’indices
k = 0. Donc le contraire est vrai : pour presque tout w, {w € A;} ne se
réalise qu'un nombre fini de fois (autrement dit 'ensemble ol c’est vrai
est de mesure/proba nulle.).
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Solution:

1. On utilise le lemme Borel-Cantelli 1, en notant B, := A, N A, on a

> P(B,) <oc = P(limsupB,)=0.

Par ailleurs on montre que

limsup B,, = (limsup A,) N A, limsup A4,

= (lim sup A, N A) U (lim sup A, N AC)




Dans un deuxiéme temps on a
P(limsup A;) = P(limsup A, N A) + P(limsup A, N A°)
= P(limsup B,) + P(limsup A, N A%) = P(limsup A, N A°)

En utilisant que P(AN B) < P(B) on obtient que

0 < P(limsup A,) < P(A°)=1-P(A)<¢

avec £ arbitraire.

. En posant B,, := N; > ,Af, pour tout € > 0, il existe n. tel que n = n,
implique |P(B;)—1| < €. Soit encore P(B,) = 1—¢. On considére alors :
(attention n est ici fixé par € ci dessus!)

EP(Akan)=ZP(Akan)+ Z P(Akan)
k=1 k=1 k=n-+1

On écrit alors que pour tout k = n+ 1ona A, N(N; 5 ,AS) =0 et donc
le dernier terme de droite est nul! Ceci donne une somme finie :

ZP(Ak an) = ZP(AI: ﬂBﬂ) < ZP(Ak) <n<x
k=1 k=1 k=1

Puisqu'on a Vk € N, A; C Q et donc P(A,) < 1 ce qui permet de conclure
que le terme de droite est fini.




