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FEUILLE D'EXERCICES # 1

Exercice 1 = Opérations ensemblistes

Soient A, B et C' trois événements. Ecrire les événements suivants, en utilisant les opérations
ensemblistes d’intersection, de réunion, de différence symétrique et de passage au complémentaire.
[lustrer chaque résultat par un diagramme en patates.

1. Aucun des événements A, B et C ne se réalise.
Au moins un des événements A ou B se réalise.
Exactement un des événements A ou B se réalise.

Au moins deux des événements A, B, C se réalisent.

ANl o

Exactement un des événements A, B, C ne se réalise pas.

Exercice 2 Manipulation de fonction indicatrices

Soient A, B, C des parties d’un ensemble €. On rappelle que 1 4 est la fonction indicatrice telle
que L4(x) vaut 1 si x € Q est dans A et 0 sinon.

1. Ecrire 1 4np en fonction de 14 et 15.

2. Ecrire 14,5 en fonction de 14 et 1 et 1anp.
3. Ecrire 1 4\p en fonction de 14 et 1p.
4

. Si (Ap)n>1 et (Bp)n>1 sont des suites croissante et décroissante respectivement, montrer que

Lytes 4, = nll}foo T4, Intep = nlg{loo 1 1p,.
Exercice 3  Tribu engendrée

Montrer si (F;)icr est une famille de tribus sur un espace (2, alors l'intersection (1), F; est encore
une tribu sur . Soit A C © un sous-ensemble de 2. D’aprés ci-dessus, 'intersection des tribus sur
qui contiennent A est une tribu, on I'appelle tribu engendrée par A et on la note o(A).

Exercice 4 FExemple de tribu engendrée

Soit ’ensemble Q = {1,2,3,4,5} muni de la tribu des parties P(£2).

1. Déterminer la tribu engendrée o({A, B,C}), on A ={1,2},B ={2,3},C = 0.

2. Cette tribu différe-t-elle de o({A, B}) ?

3. Que rajouter par exemple & {4, B, C'} pour que la tribu engendrée soit P(2) tout entier ?

Exercice 5 x  Tribu engendrée et partition

Soit © un ensemble et A, ... A, une partition de , i.e. @ = | |;_; Ax. Montrer que

o(Ar,.. A =S (J 4, Jc{1,...n}
jeJ



Exercice 6 = Vrai ou faux ?

Les énoncés suivants sont-ils vrais pour tous événements A et B et tous les espaces de probabilité ?
P(ANB) =P(A)P(B)

P(ANB)=P(AUB)—-P(ANB°) —P(A°N B)

P(ANB)+P(AUB) =P(A) + P(B)

P((AUB)¢) =1—-P(A°N B°)

0<P(AUuB) <1

P(A) < P(AUB)

P(A) >P(ANB)

AN(AUB) =10

AAB = A°AB¢ (on rappelle que AAB=(AUB)\ (ANB))
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Exercice 7 Lancer de dés

On lance deux dés équilibrés. Aprés avoir modélisé cette expérience, déterminer la probabilité des
événements suivants.

1. Les deux dés donnent le méme résultat.

N

Le résultat d’au moins un dé est strictement supérieur a 4.

@

La somme des résultats est strictement supérieure & 8.

e

A supposer que l'on ne s’intéresse qu’a la somme des résultats obtenus, proposer un nouveau
modéle probabiliste de cette expérience.

Exercice 8 Six et double six

1. Est-il plus probable d’obtenir au moins une fois six en lancant quatre dés usuels, ou bien d’obtenir
au moins une fois un double six en lancant vingt-quatre fois deux dés usuels ?

2. On lance n fois de suite deux dés normaux. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un double
six 7 Pour quelles valeurs de n cette probabilité dépasse-t-elle 1/27
Exercice 9 x Formule du crible

Soient (£, F,P) un espace de probabilités et (Ag)1<k<y, une famille d’événements. On rappelle que
P(A; U Az) =P(A1) +P(A2) — P(A; N Ay). Montrer que l'on a la relation

]P’(Al UAsU Ag) = P(Al) + IP(AQ) + P(Ag) — ]P(Al N AQ) — P(Al N A3) - IP(AQ N A3) + P(Al NAsN Ag)
Plus généralement, montrer que ’on a la formule suivante, appelée formule du crible
P (U Ak> = Y (-n*p (ﬂ Ak) :
k=1 Ic{1,....n} kel
Exercice 10  x%x Mismatch !

Un facteur distribue au hasard n lettres dans n boites en déposant une lettre et une seule dans
chaque boite. On s’intéresse a la probabilité p, qu’aucune lettre ne parvienne & son destinataire.

1. Modéliser cette expérience aléatoire en explicitant un espace probabilisé (2, F,P).
2. Déterminer p, a l'aide de la formule du crible.

3. Etudier la convergence de la suite (py,)y.



