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FEUILLE D'EXERCICES # 2

Exercice 1 = Vrai ou fauzx ?

Les énoncés suivants sont-ils vrais ?

Soit F1 et Fo deux tribus sur un ensemble Q. Alors F; N F> est une tribu.
Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Une union de tribus est une tribu.

Soit (Apn)nen une suite d’événements. Alors limsup,, A, = N3Zg U2, Ap.
Soit (An)nen une suite d’événements. Alors liminf, A, = Us2 4 N2 Ay.
Pour tout N € N, P(limsup,, A,) < > 7 v P(4,).

liminf,, A,, C limsup,, A,.

Soit (An;n € N) une suite décroissante d’événements. Alors P(limsup,, A,,) = lim,, P(A,,)
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Soit (An;n € N) une suite croissante d’événements. Alors P(liminf,, A,,) = lim,, P(A,,).

Exercice 2 Passage au complémentaire

Soit (Ap)nen une suite d’événements. Montrer que

2. (limsup, A,)¢ = liminf,, A et (liminf, A4,)°¢ = limsup,, AS .

Exercice 3 = Convergence monotone pour les probabilités

Soient un espace mesurable (Q,F) et P : F — [0, +oo[ une application additive, autrement dit
P(AUB) =P(A) + P(B) lorsque A, B € F et AN B = 0, telle que P(Q2) = 1. Montrer que les quatre
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. P est une probabilité, i.e. elle est c—additive.

2. P est continue sur des suites croissantes :

(An)peny C FrAn C App1 =P <U An> = lim P(A4,).

n——+oo
neN

3. P est continue sur des suites décroissantes :
(An)pen € F> An D Any1 = P <ﬂNAn> = lim P(A).
ne

4. P est continue sur des suites décroissantes vers 0 :

(An)pen € FoAn D Apyret [ Ap=0= lim P(A,)=0.

n—-+4o0o
neN



Exercice 4 %  liminf/limsup de suites et d’ensembles

On s’intéresse ici au lien entre les définitions de liminf et limsup pour les suites numériques et pour
les ensembles. On rappelle que si (zy,)n>1 est une suite de nombre réels, on définit

lim =z, = liminf z,, := sup inf zy, lim =z, = limsup z,, := inf sup .
n—r-+00 n—r+00 n>1k2n n—r+o0 n—+00 n2lp>p

Pour une suite d’ensembles (A,),>1, on a vu que

lim A, =liminf A4,, .= U ﬂ Ap, lim A, =limsup 4, := ﬂ U Ap.

n—-+o0o n—-+00
n—+00 n>1k>n n—+00 n>1k>n

Montrer que si (A;,) est une suite d’ensembles alors on a les identités fonctionnelles

lim 14 =1ima lim 14 =1+—, .
et n m An» n—-too n lim A,

Exercice 5  xx Approximation diophantienne

On considére l'espace de probabilité ([0, 1], B([0,1]),P) ou B(]0,1]) est la tribu (dite borélienne)
engendrée par les intervalles et P est la loi uniforme, i.e. pour tout a < b € [0, 1], P([a,b]) = b — a. On
fixe € > 0 et pour n > 1, on pose

1
< W .

Calculer la probabilité P(lim sup,, A,,). Interpréter ce résultat en terme d’approximation des nombres
réels par les rationnels.

w— —
n

An:{we [0,1] : Fk € [0,n] NN,

Exercice 6 x  Autour du lemme de Borel-Cantelli

Soit (An;n € N) une suite d’événements.

1. Montrer que si pour tout € > 0 il existe un événement A tel que d’une part P(A) > 1 — ¢ et
d’autre part Y 2 P(A, N A) < oo, alors P(limsup, A,) = 0.

2. Réciproquement montrer que si P(limsup,, A,,) = 0 alors pour tout € > 0 il existe un événement
Atelque P(A) >1—cet > 2 P(A,NA) < .
Indication : on a que 1 = P(liminf A) = lim,, P(Ng>, A%).

Exercice 7 x  Reproduction

On modélise I’évolution d’une population d’hermaphrodite. Pour simplifier, on suppose que les
individus sont éternels. A l'instant 0, la population compte 2 individus. Pour tout n > 1, a4 I'instant
n, la population compte n + 2 individus, et un couple d’individus choisi uniformément au hasard fait
un enfant, ce qui augmente la population de 1 individu.

Soit A, I'événement : “les deux premiers individus font un enfant a I'instant n”. Montrer que, presque
stirement, le couple formé par les deux premiers individus ne fait plus d’enfant a partir d’un certain
temps.



