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FEUILLE D'EXERCICES # 4

Exercice 1 = Vrai ou fauzx ?

Soit F'x la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X et a,b deux réels. Les énoncés
suivants sont-ils vrais ?

1. Sia < b alors Fx(a) < Fx(b).
lim,_,1 Fix(a) = co.

P(X < a) =lim, o0 Fx(a —1/n).
P(X <a) =lim,o Fx(a+1/n).
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).
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Exercice 2  Une fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition F'x est donnée par :

r—1 3

T 10a(®) + 7l ool (7), ER.

1
Fx(x) = 11[2,+oo[(x) +

Tracer le graphe de Fx.
La variable aléatoire X est-elle une variable aléatoire discréte 7 est-elle a densité ?
Calculer P(X > 3), P(X <3),P(X =2)et Pla< X <bet X #2)pour 1 <a<2<b<A4

Déterminer Fiy'(u) pour u €]0,1[. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Quelle
est la loi de Fiy'(U)?
Rappel : si F est une fonction de répartition, alors F~1(u) := inf {x € R; F(z) > u}, u €]0,1].
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Exercice 3 = Encore des fonctions de répartition

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X dont la fonction de répartition vaut
Fx(t)=(1+e¢)™", WVteR

2. La variable X admet-elle une densité fx 7 Si oui, explicitez cette densité.

3. On définit de nouvelles variables en posant U := eX, V := Lo x<iog(e)y et W= X1 gox<1y-
Déterminer les lois des variables U,V et W.

Exercice 4  Min et maz de variables indépendantes

Soient X7, Xo,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, définies sur
un méme espace de probabilité (Q, F,[P). On désigne par F leur fonction de répartition commune.
Déterminer les fonctions de répartitions de m, = min;—1_, X; et M,, = max;—1., X;. Dans le cas ol
les X; sont de loi uniforme dans [0, 1], si on pose Z, := n X my,, que dire de la fonction de répartition
Fy lorsque n tend vers l'infini 7



Exercice 5 Somme de variables indépendantes

1. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi binomiales B(n, p) et B(m, p) respec-
tivement, ot m,n € N* et p € [0, 1]. Déterminer la loi de X 4+ Y. Interpréter ce résultat en terme
de jeu de pile ou face.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de loi de Poisson P(A) et P(u), ou
A, p > 0. Déterminer la loi de X +Y.

Exercice 6 Extrema de lois usuelles

1. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi géométriques G(p) et G(g) ou p,q €
10, 1[. Déterminer les lois de X VY = max(X,Y) et X AY = min(X,Y).

2. Méme question si X et Y sont des variables indépendantes de lois exponentielles £(\) et E(u),
avec A, u > 0. Calculer P(X <Y).

3. Soient Uy, ..., U, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1] et N une va-
riable aléatoire indépendante des (U;)o<i<n de loi binomiale B(n,p) avec n > 1 et p € [0,1].
Déterminer la loi de Z := ming<;<n U;.

Exercice 7 % Propriété d’absence de mémoire

On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans RT (respectivement N*) vérifie la propriété
d’absence de mémoire si

P(X >s+1t) =P(X >s)P(X >t), Vs,t>0
et respectivement
PX>k+/()=P(X >kP(X >/, Vk{lecN.
1. Montrer que si X suit la loi exponentielle £(\) alors X vérifie la propriété d’absence de mémoire.
Etudier la réciproque.

2. Montrer que si X suit la loi géométrique G(p) alors X vérifie la propriété d’absence de mémoire.
Etudier la réciproque.

Exercice 8 x  Quelques transformations remarquables

1. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—7/2, 7/2]. Déterminer la loi de Y = tan(X).

2. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy C(1). Déterminer la loi de la variable Y = 1/X.

3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et A > 0. Déterminer la loi de la variable
Y = —}log(U).

4. Soit £ une variable aléatoire de loi de Rademacher i.e P(e = —1) = P(e = 1) = 1/2 et X une
variable gaussienne A (0, 1) indépendante de . Quelle est la loi de Y = e X. Généraliser.

Exercice 9  Densités et marginales

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R? est donnée par
fxy (@, y) = cylig ()L (y)-
1. Déterminer la valeur de la constante c. Calculer les densités marginales fy et fy. Les variables
X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Mémes questions pour f(z,y) = cy(z —y) exp(—(z + y))Lo<y<az-



