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Exercice 1 ) Questions de cours ou presque

1. Enoncer le théoréme de Baire.

2. Enoncer le théoréme de Banach-Steinhaus.

=

3. Soit p > 1 un réel, ¢ son exposant conjugué i.e. % 4+ 2 =1 et soit A la mesure de Lebesgue sur R.

Montrer que si f € LY(R, B(R),\) et g € LP(R, B(R

—_

,A), alors on a

Frg@] < I (1 1glP) (@), puis (£ glly < I1F111]lg].

Indice : pour la premiére inégalité, on pourra appliquer I'inégalité de Holder non pas par rapport a la mesure de

Lebesgue, mais par rapport a la mesure de densité | f| par rapport a la mesure de Lebesgue.

Exercice 2 | Positivité et continuité

On consideére I'espace vectoriel E = C([0, 1],R) des fonctions réelles continues sur [0, 1], muni de la
norme || f|loo 1= supgep17[f(#)]. On note 1 la fonction de E' constante égale a un sur l'intervalle [0, 1].
On rappelle qu'une forme linéraire T sur E est dite positive si pour toute fonction positive f € E, on
aT(f)>0.

1. Montrer que si T" est une forme linéaire positive sur F, alors pour f € E, on a |T'(f)| < T(|f])-

2. Déduire que la question précédente le fait que si 17" est une forme linéaire positive, alors T est
nécessairement continue et expliciter sa norme d’opérateur en fonction de 7'(1).

Exercice 3 ) Itérées d’un opérateur de moyenne

On considére a nouveau l'espace vectoriel E = C([0, 1], R) des fonctions réelles continues sur [0, 1],
muni de la norme || f[|oo := sup,ep 1) [f(2)]. On définit alors 'opérateur 7' sur E par la formule

1 [* .
/0 f(®)dt, si x€]0,1],

X

T(f)(x) ==
f(0), si xz=0.
Montrer que si f € E, alors T'(f) est une fonction continue.

Montrer que T est une application linéaire continue de E dans lui-méme.

Expliciter la norme d’opérateur de T

Ll o e

Si f € R[X] est un polynome, déterminer la limite de T™(f) lorsque n tend vers l'infini, ou
T" :=To...oT estla ni®™® itérée de T.
—
n fois
5. A l'aide d’un théoréme de densité que 1'on explicitera, déterminer la limite de T™(f) lorsque n
tend vers 'infini, pour toute fonction f € F.



Exercice 4 ) Inégalité de Hardy

On fixe p > 1 un réel et g sont exposant conjugué, i.e. £ +1 = 1. Dans cet exercice, si I est un
intervalle de R, on désignera simplement par LP(I) l'espace de Lebesgue LP(I,B(I), A1) ou As est ici
la mesure de Lebesgue sur R restreinte & I. On notera || - |[r»(7) la “norme p” naturellement associée.

A toute fonction mesurable f sur R =0, +oc[, on associe la fonction f sur R définie par
flz) :=e"Pf(e), z€eR.

Enfin, on considére opérateur T sur LP(]0, +00[) défini par
1 T
T(f)(x):= a:/ ft)dt, x>0.
0

1. Montrer que f € LP(]0, 4-0c]) si et seulement si f € LP(R), auquel cas 1 fllLeo,400)) = ||f|\Lp(R).
2. Montrer que si f € L?(]0, +00[), on a Tf(z) =[x gq(x) avec g, (x) == e~/ 0.

3. En déduire que T est un opérateur linéaire continu de LP(]0, +oco[) dans lui-méme avec

p
T (f)lleqo,400)) < Ifl|\f||m(]o,+oo[)-

Indice : on pourra utiliser la derniére question de cours.



